5.1 Matrices semblables

Définition 55 (semblables).

Soient A, B € M,,»,(R) deux matrices. Sl existe une matrice P € M, »,(R)
inversible telle que

4) B=plAP ce. PB= AP
on dira que A est semblable & B.
Exemple 1-%
_ One AP=
Socent A. ; :—) i 6 8)
. N R e
3 (4 :) el PB- (Q 8)
P_ (4 o) doac AP=FDB. Peot cauersble
o2
¢t . PAP
A-PBP"

Remarque: . () = (4-2)le-r) raz = p(A).

Remarques On clocs: b de me Bce T4 en premies
dans Lo mullh. meteicielle :

A eol Sembloalle o B
& B=PA? @ PB-AP
o PP A o (Y B PeA
) O:AB Q- A () po&o_nL Q= ?‘4

&)

L ent semblatle o A.
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Théoréme 50. Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres
et les mémes polyndmes caractéristiques.

Preuve A Q,L 3 Se_M(oeo.GCw ( Aone c€ excite 'PZQOQ)S.'QQ
avec R- PYAP.
p.(A) = det (B-2T,). dek (T4 P-2Tn)

. deb (PA4P-apdp) = deb (PUAP-PUTA?)

= det [ P-4 (A—‘,U:,,)‘P)

- deb (P1) deb (A-)Tn) det (P)

. det (P) deb (P) deb CA-AT,) - det(4-AT,)
Remarques

Aui‘um veul ewss paopren 7§ mokiiceo semblableg _|

A. l‘lo—;) el 3[32) he sont pon semblaBles naiy

onk Leo wmémen va Cesus propren.

| On obyerve Que A el B Sont €¢. selon Les -Q.L'snﬂ

Exemples
") (4 °) e [4 :) sond semblaBro Moy poul
o © 1

eq. nelon Len Ligaen.
2 (43 ) et zo) conb semblxBlen b Q. yelon
o o lon 23000,

3) [:Z) et (‘;;) we, Soab Ao SembCaBlen nl
ec. yelLon Ren Ligned.

Donc: Senb b, 7.‘5 eq. selon Qors X §nen -/_\
eg. Se lon fes Ligaen 75 sem 2286,

Bub: Nemplece. A joJ e malice dliaﬁor\cne-e.
— Que loe: ent semblaBle.
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5.2 Diagonalisation

Pour A € M,x,(R), notre but est de chercher P € M,,,,(R) inversible
telle que P~1AP soit égale & une matrice diagonale D :

On va cleccler 3'ce ewxcste P cavessible avec
-4
PAAP = D (d.:oﬁmo.ee). ([ A=?DP )

'}
Aﬁt (?PD?P")

(Poe*) (PDP") - (POPT)
PDP APt PP

n

n

-4
T Dt P
Doac A{ el DQ Soal awss: semb€a®len et pour
d4n (-]

FL o
$= ( . ‘.‘d,m ), on o :DQ:‘ ((iu dM;L)
= Aa' = P '[Dt ?'4 focile o catacler .

Définition 56 (matrice diagonalisable).

Soit A € M, x,(R) une matrice. Si A est semblable & une matrice diago-
nale D, alors on dira qu’elle est diagonalisable. Dans ce cas, on aura

D=P'AP et A= PDP L.

pour une matrice inversible P € M, ,(R).

A Pas Eouler Les matrices senb db:aaa,.absedoﬁes |
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Théoréme 51 (critére de diagonalisation). Soit A € M, (R) une ma-

trice. Alors A est diagonalisable si et seulement si elle admet n vecteurs
propres linéairement indépendants.

Pratiquement :

On cherche d’abord les valeurs propres, puis les espaces propres associés.
Si on obtient m vecteurs propres v1, ..., linéairement indépendants,

alors on peut poser
(P': (6‘1 'Un) E.£

Ao oc A=A

D (%))

. ? ol caverssble cors Jer 02 soat Lia. iade.
ek ces -fouvw-n}, une base de R".

v D= ?'4 AP 2 On 0o cow porred Len colonnen

de APelt PD:

P- Aly,.. %)= (AD,..A¥a i &
AY - Alw, )= (AT, .. AV ) (ifj_wﬁg;c;.e)

?fD: (.\,""._.U—'n) (a"._fx ): ()46:; ln{;n)

o

len cloanen oont Ed""t'cz"“.‘

Exemples

YA -3 e e Ch.
4) A=(g§ 'z) , ')Ql?'l;z—j hed Z')e;&l’ et

on o Eae s (3
E, spom’v(g)ﬁ

Jee On o Seulement dewx vecleuwse propren Lin.

n

Cf\aﬂ.e'p. = A 1'eot P’ dgaéona&sq.‘a&!

D A 113) aets Eeoma(3)
|



Résumé
1. Une matrice A € M, x,(R) est diagonalisable si et seulement si elle

admet n vecteurs propres linéairement indépendants.

a
Cen Ue.c.lztws pro pAaen ‘fouu.eevl.. une base A 2.

Adiay & <& exiofe uae bose Poracc’e Cle veck eurt
pLoOpALd
2. Si A possede r valeurs propres disctinctes, alors A admet au moins
r vecteurs propres linéairement indépendants.

Cemc'u'e vafeuw pLopr€ adnel aw wa'nS la vectews eLopAL,
hon nu& Cl', fen vecbewns asSSocce’s ot den valewd
peopren iff. Soat @ia. taoke'p.

Théoréme 52. Soit A une matrice nxn. Si A posséde n valeurs propres
distinctes alors A est diagonalisable.

Dans ce can , cbogue valew propre ent e
Remarques MRS o'ecj 4.

4) St Ae o, (R ek ob.:acj’ 0lors eCle Wadtmed

pen foreéwa_ nvaletss panpier oo beacles.

4\,) Sc A possede ren ovaleory peopd® diotiactes,
olors Apeu-l; m@g»é '(‘O(.&L &;:o.‘c)enqealsanbee..

Dans ce can @ Pout o bedicr Len aspace
PLopred pows voer Bil y C aycel dr scetessS
progren Lia. c:qd._c‘f,_
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Théoréme 53. Soit A € M,x,(R) une matrice. Si pa(\) admet n ra-
cines comptées avec leur multiplicité, alors A est diagonalisable si et

seulement si
dim E) =M,
[ 3

oL M. = muetcplicih’ u-Qcc) de Lo valews prepie
A

s 2
Exemple AeY .1/- Zi QJ ot ?A(X\ = (N-4) (A-Z)(a“f)
ACocs ?k(a\ o scx racines eb 3 racines duootenckes.

Dad ent de noh.ale. 3 A;{ma-
(4 [ 4 4 \‘/
A=l v ¢ R dimE, =3
rell ¢ “‘{_:‘ dim Ep « 41 (0K)
dim E .2

Définition 57 (multiplicité géométrique).

On appelle )
dim £,

la multiplicité géométrique de la racine ac dae fée- cos. Pk(A‘ de A

Théoréme 54. Soit A € M,«,(R) une matrice. Si A est symétrique,
alors elle est diagonalisable.

on vewa celo en dctai€ cu clap. 3.

Remeougue : TE.53 : Aoua.aoﬁmﬂisa—be—e
)

meth. u.e.a = mult .;n'om, pous bowteo dep
veLecss propren de A
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5.3 Applications linéaires et valeurs propres

Soit A € Myxn(R) et T : R" — R™ I"application linéaire définie par
T(@) = Av (4)

pour tout v € R". L
Nobre bt el dexpiimer T diany tne bade pow loquelle

On obtieal wae mabrce dia Joaee,e.

de ﬂ-ﬁ

Proposition Soit P € M,,,(R) une matrice inversible et C' = Pt AP.
Si B est la base de R™ formée des colonnes de P, alors C' est la matrice

qui représente T dans la base B. ( dLe ol_gf,w(; ed d.'ove: Uece)
S:B=(ps,r.,00) , 00 awwree C-= ([Ttp.)J [T(Fn\] ):

l\

Preuve
- g { 7 <
Soitt P= (Fr.-Pn) D

et 33:=(g,...,0). L[Jb o' l[%ﬁl
c(&{ tae base cos ’P%L cem=?d
{avessiBLe. H

Tor #) , 00 & TURI )< AL@J, Y4sien
M ( [T(m]& [T(,;;,)]B) por ef. (p.41%)

(LAR3y ... [AR],) "\
]

Aote Les claghs da bate 4 [A&JB=?35 LUNP
ou Tge * e; =T cor

? 8= ( [p.;le .- [F'\Jg): ?
( Tae [AR), - TyplAf)g)s Toe ([A51-[42))

P4 ([ARTe . AP )= TTAA ([R1g .- [Fn)e)
PAA (9 .- pa) <P AP . Dwmc M=C.

T
n



Théoréme 55. Soit A € M,,«,(R) une matrice diagonalisable avec

D =P lAP.

Soit B la base de R™ formée des colonnes de P. Alors D est la matrice
qui représente T dans la base B.

On o vV Que P ent Lo mabrice dont Qepr coloaned

(4

Sk fornces ded nueckewss popuen Lin. indep,

Exemple

A= (?“ E) 2€13;5)
?: (f4 -4?.) € (ﬂ' ;2) “
o A#=Sp b Af<2¢: . D= lcs;.;)

4) T (pa) = Afa = 5 p. = (f) dians Lo base B
T(z) <AR =3¢ (3)

2) Qe cl..al'.s de base:
[Tt g = Pye [TG))g - Tew AF

o o ?83 : (u-;:te [aly) = (42
b Py, et o D ‘) o
o ?a - [[2.33 [&])

[Tely = (34) A = (32) )| —«)= (+)
el-[T(p",)].B < R (a)

Donc | [TGlg [T@E]) =D

‘/
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Remarque

Si A n’est pas diagonalisable, on peut chercher & remplacer A par une
matrice semblable plus simple (mais non diagonale). Pour cela, on peut

compléter les vecteurs propres linéairement indépendants de A en une
base de R".

Considé le A= "'S) On & (;\),(mz)z
onslderons par exerple = q -8 - n ?A
b‘: Ne-2 eal wne valewr propae ale met.o..eé.w 2
Ona E_4 = 3p@a g (3)5 et done Lo mutl.geom. vaut 4.
On ne Lcou_ue pay da bose faw.cc ola, vectewss pLopren
g
Nous: On 'eo.(, Coufﬂclh '; (%35 en tae bade de R

[

P.ex. B e [ (3) (:)) A [f)(..'eot 7] vectecs popre
Daas ce con (P lz«)

b b2
Lo moabcice T: & +—» Ax dans o bate B ezt
C-=P*'A?

wee  C . ([TEa]g LT])
(T35 [ DR« [ [[3) cor

=9

Ab, <-2b, 4’_‘057. . .
¢ I S N
e[(b-;):S [(8):]3.ac al(o-,_flz

.g c o, l?_ -l-o( l ) dow a,.-z et d,--2

Done C- ('2' -3 )  C et A supertewe et
et d.ae:'sq.'“ bien.
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